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Аннотация. Актуальность и цели. В настоящее время показатель Херста достаточно легко интерпрети-

руется применительно к биометрическим, медицинским и экономическим данным, однако его принято оцени-
вать на больших выборках. Целью работы является устранение методической ошибки, возникающей из-за ма-
лых выборок реальных данных. Материалы и методы. Используется моделирование двухмерного 
броуновского движения, порождающее возможность вычисления эталонных показателей Херста. Предложено 
средствами имитационного моделирования заранее строить нелинейный корректор методических ошибок, об-
наруженных ранее Е. Федером. Результаты и выводы. Получена связь значения методических погрешностей 
оценки показателя Херста, позволяющая корректировать оценки при малых значениях показателя H < 0,35 и 
больших значениях показателя H > 0,65. Необходимость в корректировке методических ошибок растет по мере 
снижения объемов малых выборок реальных данных экономики и биометрии. 
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Abstract. Background. Currently, the Hurst exponent is quite easily interpreted in relation to biometric, medical 

and economic data, but it is customary to evaluate it on large samples. The aim of the work is to eliminate the method-
ological error that occurs due to small samples of real data. Materials and methods. The simulation of two-dimensional 
Brownian motion is used, which gives rise to the possibility of calculating the Hurst exponents. It is proposed by means 
of simulation modeling to build in advance a nonlinear corrector of methodological errors discovered earlier by E. Feder. 
Results and conclusions. A relation has been obtained for the value of methodological errors in estimating the Hurst 
exponent, which makes it possible to correct estimates for small values of the exponent H<0.35 and large values of the 
exponent H > 0.65. The need to correct methodological errors is growing as the size of small samples of real economic 
and biometric data decreases. 
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Введение 

Показатель Херста является одним из активно используемых параметров при анализе рынка [1–3] 
и коллективной биометрии [4]. К сожалению, эмпирический показатель Херста по умолчанию пред-
полагает использование больших выборок из-за того, что он является степенным: 

( )
( ) 2

HR N N
N

π⋅ =  σ  
,   (1) 

где N – размер выборки; R – размах выборки; σ – стандартное отклонение выборки; H – степенной 
показатель Херста, изменяющийся в интервале от 0,5 до 1,0 для предсказуемых персистентных систем 
и изменяющийся в интервале от 0,0 до 0,5 для антиперсистентных систем. 

Переходя в логарифмическую форму уравнения (1), получим еще один второй вариант записи 
показателя Херста: 

2 2( ) log ( ( ) ( )) log ( 2)H N R N N N= σ π ⋅ .   (2) 

Вторая форма удобна для пояснения причин, по которым при анализе данных рынков и данных 
коллективной биометрии необходимы большие выборки. Если предположить, что логарифм норми-
рованного размаха данных является константой, то ошибка оценки показателя будет оцениваться сле-
дующим соотношением:  

2( ) const log ( 2)H N NΔ ≈ π ⋅ ,  (3) 

т.е. ошибки из-за сокращения размеров выборки реальных данных должны расти обратно пропорцио- 
нально логарифму объема выборки.  

Проведенные численные эксперименты показали, что наряду со случайной составляющей по-
грешности ∆Н(N) оценки вида (2) содержат методическую составляющую погрешности, которая мо-
жет быть устранена. Одной из первых работ, отмечающей наличие мультиприкативной составляющей 
методической погрешности, является работа Е. Федера [5] при слишком низких и слишком больших 
значениях показателя Херста. Одним из первых попытался устранить мультипликативно погрешность 
Э. Нейман [6]. Работ о том, на сколько эффективен мультипликативный корректор Э. Неймана [6], 
нами не обнаружено. Это и послужило толчком к выполнению данной работы по корректировке ме-
тодической погрешности, выявленной Е. Федером [5]. 

Численное моделирование значений показателя Херста  

для малых выборок на эталонных шумах броуновского движения 

Теория броуновских блужданий [2, 3, 5] позволяет связать коэффициент парной корреляции со 
значениями показателя Херста. Примеры случайных броуновских блужданий, соответствующих раз-
ным значениям показателя Херста, приведены на рис. 1.  

Из теории следует, что при независимых данных, использованных для формирования броунов-
ского блуждания, показатель Херста должен составлять Н ≈ 0,5 при r(x, y) ≈ 0,0. В нашем случае для 
выборок объемом 32 опыта коэффициент парной корреляции должен вычисляться по следующей фор-
муле: 

32
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( ( )) ( ( ))1( , )
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x E x y E yr x y
x y=

− ⋅ −=
σ ⋅σ .   (4) 

Кроме того, известно, что для r(x, y) ≈ –1,0 показатель Херста должен составить минимальное 
значение Н ≈ 0,0. Напротив, для сильно коррелированных данных r(x, y) ≈ + 1,0 показатель должен 
принимать максимальное значение Н ≈ 1,0. 

Моделирование предельных случаев минимального и максимального значения показателей Хер-
ста через использования программных генераторов псевдостучайных чисел невозможно. Однако воз-
можно моделирование близких к предельным случайных блужданий для очень низких и очень больших 
значений показателей Херста. Возможность подобного моделирования иллюстрирует рис. 2. 
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Рис. 1. Случайные броуновские блуждания, соответствующие разным  

значениям показателя Херста Н ≈ 0,2, Н ≈ 0,5, Н ≈ 0,8 
 

 
Рис. 2. Распределение данных при моделировании персистентного и антиперсистентного броуновского хаоса  

Кусочно-линейная сшивка шкалы показателя Херста  
и шкалы двухмерных коэффициентов корреляции r(x, y) 

В силу того, что моделирование броуновских движений возможно в широких пределах, мы мо-
жем выполнить подобное моделирование и получить 11 точек взаимосвязи значений математических 
ожиданий показателя Херста и значений математических ожиданий коэффициентов парной корреля-
ции. Это необходимо из-за того, чтобы устранить неопределенность, обусловленную случайными 
данными. На рис. 3 приведены точки, полученные численным моделированием. 

Из рис. 3 видно, что Е. Федер [5] верно указал на необходимость корректировки связки шкал 
Херста с парным коэффициентом корреляции (4) на краях шкал. Формально сшивка шкал может быть 
выполнена кусочно-линейной аппроксимацией. В простейшем случае может быть использована ап-
проксимация, состоящая всего из трех участков линейного приближения: 
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Рис. 3. Кусочно-линейное описание связи показателя Херста  
с коэффициентом парной корреляции броуновского движения 
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Эта аппроксимация построена на двух точках r(x, y) = ±0,65, где происходит переход на крайние 
участки аномалий Е. Федера с двойной крутизной наклона. Между этими крайними точками связь 
показателя с корреляцией в четыре раза меньшей крутизны, чем на краях диапазона. Простейшая (са-
мая примитивная) линейная связь с неизменяемым наклоном двух сшиваемых показателей на рис. 3 
отображена пунктиром. 

Заключение 

Таким образом, кусочно-линейная связь показателя Херста с классическим показателем двух-
мерной корреляции оказывается очень простой в случае использования приближения тремя участ-
ками. При этом программная реализация приближения так же оказывается достаточно простой (5).  

В статье рассматриваются два типа функционалов. Функционал Херста (2) и классический кор-
реляционный функционал (4), который легко наблюдаем только при моделировании зависимых  
данных броуновскими блужданиями. При этом функционал Херста не чувствителен к знаку корреля-
ционной связи. Если пользоваться только функционалом Херста, то персистентные и антиперсистент-
ные временные ряды неразличимы Н ≈ 0,2 ≈ 0,8; Н ≈ 0,1 ≈ 0,9. В связи с этим актуальной становится 
задача восстановления знака корреляционной сцепленности эквивалентных броуновских блужданий 
по последовательности реально наблюдаемых данных экономики, медицины и биометрии. Особую 
остроту проблема оценки знака корреляционной сцепленности реальных данных, видимо, будет при-
обретать при оценках показателя Херста и иных автокорреляционных функционалов на малых вы-
борках [7]. Чем меньше выборка, тем больше внимания нужно уделять компенсации методических 
погрешностей.  
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